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Richiami di teoria

Il teorema di Weierstrass
Sia h ‘
K c RN un insieme fompatto[ = €M wdo e

Orern Hoto

Sia f : K — R un campo scalare continuo su K.

Allora f ammette in K almeno un punto di massimo assoluto e almeno un
punto di minimo assoluto, cioe

. f(X) 2 m);
Ixm, xm €K @ Vxe K {f(x)ﬁﬁXM).

Chiamiamo x,,, € Xjs punti di estremo assoluto.
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Problema:
Dato K C R? compatto e

f : K — R differenziabile,

determinare i punti di minimo e di massimo assoluto di f su K.

Procedimento:
@ cerco i punti di estremo (relativo) per f in int(K)

7\ & un pablema. dA ESTE. URERD D €
con € melodo ou{l@enf, (STox -, cfase. con He?fgpm

@ cerco i punti di estremo (relativo) per f su 0K

/7 2 Un PWOEQQ/M& ol Ewmedo VInGLAD

© confronto i risultati ottenuti
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Passo 1: cerco i pti. di estremo assol. in int(K)

e Eun problema di estremi liberi. Infatti, int(K) & un insieme aperto: per
il Teor. di Fermat, se (xp, y0) € int(K) & un punto di estremo relativo per
f, allora

Vf(x0,y0) = (0,0)

Quindi determino tutti i punti di annullamento di Vf. Se f & di classe C?,
li classifico tramite lo studio della matrice Hessiana.
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Passo 2: cerco i pti. di estremo assol
e Eun problema di estremo vincolato, del tipo:

Problema

. su 0K

Data g : R2 = R,
determinare i punti (x, y) di estremo per f,
vincolati a verificare g(x,y) =0,
cioe i punti di estremo della restrizione di f all'insieme

{(x,y) e R? : g(x,y) = 0}.
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Metodo 1 per il problema di estremo vincolato

e esplicitare il vincolo g(x,y) = 0 rispetto a x 0 a y, per esempio
y=y(x)

@ N.B.: il vincolo pud comportare delle limitazioni sulla variabile
superstite x (x dovra variare in un opportuno intervallo /)
@ sostituire y = y(x) nell'espressione di f: ottengo una funzione

h = h(x) = f(x,y(x))

e studio estremi relativi di h (nell'intervallo /!!)

@ trovo Xmin € Xmax

@ trovo Ymin € Ymax ( lj - ﬂ( y\\
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Metodo 2 per il problema di estremo vincolato

o dare I'equazione del vincolo g(x,y) =0in .
forma parametrica: — e &DS"'Pj no da

UmQ Gwwaor
@\ {X = x(t) t € [a, b] M g,
y=y(t) ’LQJ?O/L-
P ravn

@ sostituendo |'eq. parametrica in f ottengo una funzione
h = h(t) = f(x(t), y(t))

@ studio estremi relativi di h (nell'intervallo [a, b]!!)

@ trovo thin © tmax

@ trovo Xmin € Xmax, Ymin € Ymax lV\O(N\NCLD &3 E?Qﬂ/\/\ov
POy Har () >
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Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange

In generale, se il vincolo non si puo esplicitare, si usa il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange.

Teorema: Metodo dei moltiplicatori di Lagrange

Sia Q C R? un aperto e siano f, g € C}(Q). Sia (x0,y0) € Q un punto di
estremo per f sotto la condizione di vincolo g(x,y) = 0. Se

Vg(xo0, y0) # (0,0), allora esiste A\g € R (detto moltiplicatore di Lagrange)
tale che

Vf(x0,¥0) = Ao Vg(x0, o),

cioe )
~
Vf&u, \{a) € pamMe@o ac Vg Ueo, t(o)
’
—
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[l Teorema afferma che se (xp, yo) € un punto di estremo di f sotto il
vincolo g(x,y) =0, allora esiste Ay € R tale che (xo, Yo, Ao) € il punto
stazionario libero della funzione

L(vav)‘) = f(X,y)—)\g(X,y),

detta Lagrangiana. Infatti,

VLo, 05\ = (0,9, 5) @
4= V@cm(%:,\e_ Do V%sz $=)
ObsraveM . Decgpeo < pbY d &TRENO
wW'aclato @fb\m‘l‘b\"“\ dx -
Wfeo & p T L L con
con e dagarowe ad Lwoc .
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